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Метод локальной линеаризации в своем простейшем варианте обла­

дает первым порядком точности и требует больших вычислительных зат­

рат. Построена схема -вторorо порядка точности, что привело к суще­

ственному повышению эффer(Тивности- алгоритма. 

Разностные методы численного интеГРИРОIЩНИЯ плохо приспособлены 

для решения жестких локально-неустойчивых систем обыкновенных диф­

ференциальных уравнений и иногда приводят к качественно неверным ре­

зультатам. Метод локальной линеаризации (м.л.л.) свободен от этого не­

достатка. 

При решении задачи Коши для автономной системы 

(1) i=j(x), 

или эквивалентной ей системы в приращениях 

(2) й (,) =j(xo+u) =f(xo)+Au+ep(u), и(О) =0, 

,=t-to, u(,)=x(t-to), А= Dj(x) 
Dx 

ер (и) =f(xo+u) -f(xo) -Аи, 

I ' 
Х=Хо 

М.Л.л. сводится по существу к решению интегрального уравненил 

(3) и (,) = С (,) j(xo) + f ехр[А( ';-8)]ер (и (8» d8, 

на интервале ,Е[О, h], где и(,) мало отличается от C(,)j(xo), т. е. от ре­

шения линеаризованной системы 

UЛ (О) =0. 

Правая часть (3) не содержит линейного элемента Аи, поэтому схемы, 
получаемые на основе (3), мало чувствительны к жесткости исходной си­
стемы (1) или (2), связанной с плохой обусловленностью вариационной 
матрицы A=Dj/Dx. Основные трудности реализации такого подхода свя­
заны с вычислением матрицы С С,) и инт;еграла от нелинейной части 

ер(и) в (3). 
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§ j. Вычисление матрицы С (Т) и веявнзл схема 

Общий способ вычисления С ( 1:') основан на использовании рекуррент­
ного соотношения 

С (21:') =С (1:') + [Е+С (1:')А]С (1:'), 

которое следует из функционального уравнения для С (1:') : 

С (t1+tZ) =C(tl)+[E+C (tl)A ]СиЗ). 

Начальное значение С(1:'о) при условии 1:'oIIAII<e вычисляется с помощью 
разложения в ряд: 

[ 11 ] С (1:'0) = 1:'0 Е +-А1:'о+ ... +- (A1:'o)n-I+ .... 
2 n! . 

Формула обладает асимптотической устойчивостью, и практика показала 

высокую точность и надежность такого способа вычисления С (1:') (см. [ 1] ) . 
В дальнейшем будем рассматривать случай, когда собственные значе­

ния л', матрицы А имеют малые мнимые части. Тогда для интеграла в (З) 

можно применить квадратурную формулу 

J exp[A(1:'-s)]ср(z(s»ds~ 

~ J ехр[А (1:'-s) ]cp(-z(1:') )ds = С (1:') ср (z(1:')}. 
о 

Таким образом, приходим к неявной схеме м.л.л. [2] 

(1.1) u (1:') =С(1:') и(хо)+ср(и( 1:'»]. 

Отметим важное асимптотическое свойство неявной схемы. Для слабо' 

нелинейной системы (2) с устойчивой матрицей А существуетустойчи­

вая стационарная точка ие=и (1:'...,+'00), которая определяется уравнением 
f(xo)+Aue+cp(ue) =0. Тогда, если решение неявной схемы и(1:') ограниче­
но на 1:'Е[О, 00), то и(1:'--+,оо)=ие, поскольку u(00)=-A-1[f(xo)+cp(u(00)")-] 
при 1:'~00, и, следовательно, u (00) удовлетворяет уравнению 

f(xo) +Аи (00) +ср(и (00» =0. 

Схемное решение u ( 1:'), как функция 1:', удовлетворяет дифференциаль­
ному уравнению 

i1 = [Н-С (1:') Dcp (и)Юи] -If(x+u), u (о.) =0., 

которое при условии 

( 1.2) IIC( 1:')Dcp(u)/Dull«1, 1:'Е[О, h], 

мало отличается от исходнага уравнения (2); тем самым; условие (1.2) 
ограничивает величину интервала [О, h], на катаром и~и. IIрактическаЯi 
праверка (1.2) легко асуществляется при решении (1.1) прямыми ите­
рациями: 

Величина 

Iluk+l -uk ll IlC[cp(uk ) - cp(u R- 1)] 1], 
М=тах = тах ~--.:.,.... ----.:.....~~--.::. 

k 1 fik- uk- 1 1 R 1 UR_U k- 1 1 

оценивает IICDcp(u)!Dull на паследавательности векторов (UR_U k- I ). Та-
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:ким обраЗ0М, прямые итерации в данном случае являются не только спо­

собом решения (1.1), но и методом выбора шага интегрирования h: еслиh 

таково, что M~e, то Ilu(t)-С(т)/(хо)II~[е/(1-е)]IIС(т)/(хо)11 и в каче­
'стве погрешности решения можно принять величину Сер (и). в первона­

'чальном варианте метода [1] после вычисления решения по (1.1) с нуж­

ным шагом h производилась линеаризация и вычисление матрицы А в 

новой точке 'Х=Хl. Такая организация требовала неоправданно большого 

количества дорогостоящих вычислений матрицы С (.-), что и являлось 
причиной невысокой эффективности алгоритма. Модифюшция алгоритма, 

предложенная в [3], позволила многократно ИСПОЛЬЗ0вать вычисленную 
:матрицу С (т) ; формула алгоритма в этом случае имеет вид 

(1.3) zi=C(h;) [/(Хi)+ДiZi+ер(Zi)], 

где Zi=Xi+l-Хi, Xi=X(ti), hi=ti+1-ti и (д;)=А(х;)-А(хо) -приращение ва­
риационной матрицы к. i-MY шагу интегрирования. Однако схема (1.3) в 

отличие от схемы (1.1) имеет первый порядок точности и поэтому не при­
;водит к существенному повышению эффективности алгоритма, поскольку 

в связис ростом матрицы (д/) регулярно уменьшается шаг интегрирова­

ния. Повышение эффективности алгоритма требует разработки схемы бо­

.лее,ВЫСОКОГО порядка точности. При этом желательно, чтnбы она обладала 

дсимптотическими свойствами схем (1.1), (1.3). 

§ 2. Повышение порядка точности 

'Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 

'(2.1) i(T) =/+Az+f..t(z) , z(O) =0 

и эквивалентное ей интегральное уравнение 

.. 
'(2.2) Z(T)=C(T)j+ J exp[A(,;-s)]f..t(z(s))ds, 

где Z=(ZI, ... ,zn), /=(/1, ... ,/n) И A=(Aik} - матрица n-го порядка, спектр 

. .которой лежит вблизи действительной оси, д= (д ik)- некоторая матрица 

n-го порядка, f..t (z) =дz+ер(z), ep(z) - полиномиальная функция z, не со­

держащая постоянных и линейных членов. 

Поставим себе целью на основе неявной схемы построить схему второ­

то порядка точности. Пусть 

(2.3) Zo ( т) =С ( т) [/+ f..t (zo) ] , ';Е[О, Т]. 

Решение (2.2) будем искать на основе итерационного процесса 

Zn+l (Т) = Zo('t) + J ехр[А (T-S)] f..t(Zn (s) )ds-C(.-) f..t(Zo(';)). 

Интервал ТЕ[О, Т], на котором Zo('t) будем принимать за начальное 

приближение, определим условием 

11 z:+1 ( Т) - Zo k ( ,;) 11 

M=mkax !! ZOk('t)- ZОk-l('t)11 <0.5, 

при котором Ilzo('t)-С('t)fII~IIС('t)fII. За приближенное решение (2.1) при-
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- ... ___ L _______ _ 

мем величину 

где 

Погрешность приближенного решения будем характеРИЗ0вать величи.ноЙ 

Требование малости [[У2 ( Т) [[ и будет определять величину шага интегри­
рования h=TmaxE[O, Т]. 

§ 3. Вычисление интегралов 

Вычислять интегралы будем с помощью специально подобранных ап­

п:роксимирующих функций, интегрируемых аналитически. Рассмотрим ин­

тегралы вида 

где z (s) = (Zl (S), ... , Zn (s) ). в дальнейшем -будем аппроксимирова ть С (Т­
-s), а не ехр[А (T-S)], поэтому перепишем интеграл в виде 

(3.1) 

Такая запись определяет и порядок операций после аппроксимации поды н­

тегралыюй функции, который необходимо соблюдать: если аппроксими­

руем С ( T-S) некоторой гладкой функцией Q ( T-S), то, согласно (3.1), 

ф (Т) = Q(O) J.t(Z(T» + J Q<~s(Т-S) J.t(z)ds, 

что в случае Q(O) =0 эквивалентно сингулярному приближению ядра 

exp[A(t-s)]= Q(О)б(т-s)+ Q~_.(T-S). 

Пусть даны две матрицы, Q'I(S, h) и Q2(S, h), приближающие C(s), идва 
вектора, ql(S, h) и q2(S, h), приближающие z(s) на отрезке [О, hJ,. причем 
Q2 и q2 приближают С и Z лучше, чем QI и ql, т. е. 

[[C(s) -QIZ ( s) [[< [[C(s) -QI (s) [[, [[z(s) -q2 (s )[[<[[z(s) -ql (s) [[. 

Тогда, полагая БС(т-s)~Q2(т-s)-QI(Т-S), бz(s)~q2(s)-ql(S)' получаем 

выражения для приближенного значения Ф (h) и его погрешности: 

(3.2а) 
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,(3.2б) БФ (h) = {~[ s БС (.-s) /.1(Ql (s) )ds + 
а. о 

§ 4. Подбор 8ШПРОRСИМИРующих функций 

"Уравнение (2.3) определяет Zo(') как некоторую функцию собствен­
'ных значений матрицы C(s), равных Сi(s)=/ч-1[еХР(Лis)-1], поэтому при 
подборе аппроксимирующих функций будем ориентироваться на свойст­

ва функции с (лs) =л -1 [ехр (лs) -1]. Рассмотрим полиномы двух типов: 

,с равными и отличными ОТ нуля свободными членами. Для удобства бу­

дем по-разному обозначать матричные полиномы 

h 

P(k)(s)=Ep;k)Si и R(k)(S)=LR;h)Si 

.Н соответствующие векторные полиномы 

k 

P<k)(S)=,Ep;k)Si и r(h)(s)=,I:r?)si 

:первого (Р И р) И второго (R и r) типов. Подбор и проверка годности по­
линомов проводились на примере вычисления матричного интеграла 

Ф О (.)= S ехр[А (.-s) ]дС(s)ds = ~ S C(.-s)ДС(s)ds, 
о а. о 

:RОТОРЫЙ является первой итерацией матричного интегрального уравнения 

В(.)=с(.)+ S exp[A(.-s) ]дВ(s)ds 

и получается при подстановке в (3.1) величин /.1 (z(s) )=дz(s), z(s)=C(s), 
где д - произвольная матрица. В собственном базисе матрицы А матрич­

:ные элементы таковы: 

тде дik - элементы матрицы Д в том же базисе. После интегрирования по­

лучаем формулу 

(4.1) ФikО(')=(ЛГЛk)-I[Сi(')-Сk(') ] Li ik, 

С; (.) =Лi- I [ехр (Лi.)....,.1], 

,которая используется для прямойпроверки получаемых приближенных зна­

чений фО(h). 

Случай устойчивого спектра. Если 11,<0, то с(лs) являет­
ся монотонной, ограниченной на [О, 00) функцией от s. Пусть SE [О, h] и 
.Лh«-1, тогда почти на всем интервале [О, h] имеем с (лs) ~-л -1. Это важ­

ное асимптотическое свойство можно сохранить, если в качестве аппрок-
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,симирующей .функции взять полином первого типа: С (I,s) ~ р(А) (s). 
"Ограничимся рассмотрением полиномов первого и второго порядка. Коэффи­
циенты полинома P<I)(S, h)=PO(I J+ pl(I)S определим И3 условия его совпа­
,дения с аппроксимируемой функцией С (лs) в середине и в конце интер­

.вала [О, h]: 

p(l)(h/2, Лh)=с(Лh/2). 
Тогда 

(4.2) ро (1) =2с (лh/2) -С (лh), hРI(I)=2[с(лh)-с(лh/2) ]. 

.при определении коэффициентов полинома второго порядка р(2) (s, лh) = 

=PO(2)+PI(2)S+P2(2)S2 добавим условие равенства производных при s=h: 

d d ds р(2) (s, h) = ds с(лs); 

тогда 

p(2)(h, лh)=с(лh), р(2) (h/2, лh) =с(Лh/2), 

.[р(2) (s, лh) ] "=h=exp (лh) 

:и для ,коэффициентов ро (2), Рl (2), Р2 (2) получим 

Ро (2) ~po (1)+1 /2Р2 (2) hZ, 

2Р2(2) h2=[ ехр (лh) -Рl (1)] h. 

l1рилh«-1 имеем с(Лh)~-'.Л-\ тогда Рl(l), Рl(2), Р2Щ~0, а ро(l) И ро(2) 

стремятся к -л -1. Таким обраЗ0М, аппроксимирующие полиномы первого 

типа сохраняют асимптотическое свойство функции С (лs). Используя рас­

.смотренную аппроксимацию и применяя формулы (3.1), (3.2), вычис­

.ляем приближенные значения. Полагая C'(T-S)=Сi(Т-S), /-t(Z)=~ikСk(S) в 
(3.1) и Ql(T-S)=р(1)(т--:-S, Лih), q\(S)=p(I)(S, Лkh) в (3.2) и используя ус­
ловие (4.2) для определения коэффициентов, после соответствующих вы­
числений получаем 

-(4.3) ФikО(h)={ ci(h)ck(h)- 2 [Ci(h)- Ci( ~)] Х 

Х[Ся(h)-Сk ( ~)]}~ik' 
'Теперь можно провести прямое сравнение точного (4.1) и приближенно­
го (4.3) значений щrл ФikО(Л). Численная проверка показала, что в квад­
:ранте лih, Лkh<0.3 выражение (4.3) имеет погрешность во втором знаке. 
В исходном базисе формула для фО(h) имеет вид 

ФО(h)=С(h)~С(h)-2[С(h)-С(; )]~[ C(h)-C(:)]. 

с л у чай н е у с т о й ч и в о г о с п е к т р а. При л>О аппр'оксимирую­
щая функция первого типа р (S, h) удовлетворительно приближает функ­
цию л -1[ exp(As) -1] лишь на малом интервале h: Лh<0.3, что серьезно 
затрудняет контроль за выполнением этого условия. Значительно лучше 

подошли бы полиномы второго типа, однако они совершенно не годятся 
для приближ~ния с(sл) при Лh«-1.Сложность задачи приближения 

-с (As) для Jkесткой неустойчивости матрицы А как раз и связана с тем, 
что отрицательные и положительные собственные значения требуют свое­

го типа аппроксимации. Это леГIЮ сделать в случае диагональной (или 
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треугольной) формы матрицы А, но в общем случае приходится прибегать 

к специальным приемам. Опыт показал, что вполне удовлетворительные 

результаты дает приводимая ниже комбинация аппроксимаций первого и 

второго типа. 

Разобьем интервал [О, h] на две равные части. Тогда для фО(h) полу­
чим 

+Ci(~)Ck(~)+[~J Ci(s)ck(-c-s)ds] еХР(Лk~)}~ik' 
2 2 а-с о <=h/2 2 

Данная формула устроена таким образом, что Ci(S) входит с фактором 

ехр (лihj2) в первом интеграле, то же самое имеет место во втором интегра­
ле для Ck(S), так что при Лih, Лkh«-1 эти интегралы экспоненциально 

малы независимо от типа приближения, выбранного для Ci(S), Ch(S). Это 
обстоятельство позволяет приблизить их полиномами второго типа (без 

свободного члена), которые хорошо подходят при О<лh < 1: 

k 

Ci (s);::::: ri(h) (s) = Е r~~) sV. 
v=1 

Далее, по-прежнему приближая Ck (s) в первом и Ci (s) во втором интегра­

лах полиномами первого типа, вычисляем фО(h), ограничиваясь полино­

мами первого порядка (k=1). Тогда в первом интеграле Ci(-c-s)=r1(1)(-c­
-s), Ch(S)=PO(I)+Pl(I)S и коэффициенты r1 (1) , ро(I), Рl(l) определяются из 

уравнений 

rl(I)~= c.(~) 
2 '2' 

(1) (1) h ( h ) 
Ро + Рl 2 = Ck 2 ' 

(1) (1) h ( h ) 
Ро + Рl 4 = Ck 4 . 

Для второго интеграла имеем Ci(S)=PO(I)+Pl(I)S, Ch(-c-S) =rl(l) (-c-S), где 

коэффициенты определим из условий 

(1) (1) h ( h ) 
РО + Рl 2 = Ci 2 ' (1) (1) h ( h ) 

Ро + Рl 4 = Ci 4 ' 

r 1(1) ; = Ck ( ~ ). 

Проведя нужные вычисления, получим 

(4.4) ФikО(h)={[Сi(h)-Сi( ~ )]Си (: )+Ci(~ )cи(~)+ 

+Ci( ~ )[ch(h)-ch( ~ )]}~ih' 
Проверка показала, что такой (шусочный» способ аппроксимации мож­

но считать вполне удовлетворительным: приближенные значения для 

ФihО(h), ВЫЧИС,ленные по (4.4) с погрешностью менее 3%, совпадают с 
точными, вычисленными по (4.1) при Лih, Лhh~1, и контроль за выполне­
нием этого условия уже легко осуществим (см. § 5). в исходном базисе 
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формула для фО(h), очевидно, будет иметь вид 

ФО(h)=ехр(А : )c(~ )i1C( ~ )+С( ~ )i1C( ~)+ 

+С( ~ )i1C( ~ )еХР(А ~ )==[ C(h)-C( ~ ) ]i1C( :)+ 
+С( ~ )i1C( ~ )+С( : )i1[ C(h)-C( ~)]. 

Приближая C(s) полиномами второго порядка, можно вычислить и 

,БФikО (h), но получаемые формулы слишком громоздки. Не приводя их, 

.заметим, что они дают правильный порядок погрешности. 

§ 5. Решение IштеграJl[ЬНОГО уравн:ения 

Используя полученные результаты, рассмотрим методику решения 

интегрального уравнения м.л.л. 

Согласно § 2, за решение уравнения (2.2) принимается сумма двух 

первых членов ряда, который получится в результате итерации (2.2): 

Процесс решения состоит из следующих этапов: 

1) вычисление начального приближения Zo СТ) путем решения урав­

нения 

методом прямых итераций; требуется достаточно быстрая сходимость, что 

.ограничивает величину интервала h, на котором приемлемо начальное 

приближение Zo ( 1:) ; 
2) вычисление следующего члена ряда: 

It 

(5.2) YI(h)=S exp[A(h-s)][.t(zо(s)ds-С(h)[.t(zо(h», 
о 

которое сводится к вычислению интеграла с помощью того или иного спо­

соба аппроксимации zo(s) на SE [О, h]; 
3) вычисление по формулам (3.1) погрешности бzап , связанной с 

аппроксимацией; 

4) вычисление интеграла 

It 

Y2(h)= J exp[A(h-s)] [[.t(zo(S)+ YI(S»- [.t(zo(s) ]ds, 

который характеризует величину погрешности, связанной с «обрывом)} 

итерационного процесса решения (2.2). 
Заметим, что вычисление погрешности бzап необходимо лишь тогда, 

когда в спектре А имеются собственные значения с большой мнимой 

частью. Аппроксимации, рассмотренные в § 4, в· случае действительного 

спектра проверены непосредственно и дают вполне удовлетворительный 

результат (для практических целей). Что касается Y2(h), то его роль 
сводится к «уточнению)} величины интервала интегрирования h из усло­
вия малости IIY2(h)ll, которое с тем же успехом можно заменить на 

[[YI(h)!i· 
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Таким образом, в случае действительного спектра А процедура реше­

ния (2.2) по существу сводится к пп. 1) и 2). Это обстоятельство упро­
щает алгоритм и повышает его эффективность, поскольку хотя вычисле­

ние бzап и Y2(h) не представляет принципиальной трудности, оно связано 
с определенными машинными затратами ввиду крайней громоздкости 

формул. ' 
Остановимся подробно на вычислении УI (h) с использованием кусоч­

ного способа аппроксимации, рассчитанного на присутствие в спектре А 

положительных собственных значений. Согласно (2.4), 

УI(h)=Ф(h)-С(h) J.t(zo(h», 
где 

в соответствии с методикой кусочной аппроксимации, в первом инте­

грале полагаем C(t-s)~Rl(l)(т-S), где коэффициент R 1(1) определяется 

из условия C(h/2) =R1(l)hI2, и zo(s)~PO(I)+Pl(1)S, где коэффициенты 

PO(I>, Рl(1) определяются из условий zo(hI2)=Po(l)+Pl(l)hI2, zo(hI4)=po(l)+ 
+Pl(l)hI4, откуда 

(1) ( h ) ( h) . 
Ро =2zO\4 -zo 2 ' (1) (h)' -1 [ (h) ( h )] 

РI = 4 Zo 2"". - Zo 4 . 
Во втором интеграле C(s)=Po(l)+P/l)s и коэффициенты Ро(!), Р1 (!) опре­

деляются из условий C(hI2) =ро (1) +Р1 (1) h12, C(hI4) =Ро (1)+Р1 (1) М4, от­

нуда 

(!)_(h)--I[_(h) (_h)]. 
Р1 - 4 с 2 -с 4 ' 

zo(hI2+T-S)-zо(hI2)=rl(l)(т-S) и коэффициент rl(l) определяется из ус­

ловия zo(h )-zo(hI2) =r/ 1) h12. 
Конкретные вычисления можно провести лишь тогда, ногда задана 

струнтура фуннции I-L (z). Пусть 

I-L(z) = [~+K(z)] z, 

где ~ - матрица с постоянными коэффициентами, а K(z) - матрица, ко­

эффициенты которой являются линейными однородными функциями z: 

А96 

Тогда после необходимых вычислений получим 

Ф(h)=ехр(А~-)С( ~)I-L(ZO(: ))+с(: )J.t(Zo(~ ))+ 
+с(: )[1-L(Zо(h»-I-L(ZО(: ))} + 



+ 1 hЗ '[ (А h )R(I) ( (1»_ 2p(l) «(I»j 
96" ехр 2 1 ер РI 1 ер r 1 . , 

l'де ep(z) =K(z)z. 
В этой формуле можно отбросить член с коэффициентом hЗ/96, по­

скольку подобный член с коэффициентом ~h3'/3 содержится в первой час­
ти формулы. В результате для Ф (h) получим удобную квадратурную фор­
мулу второго порядка точности по h, которая справедлива уже при любой 
структуре j.t (z) : 

Ф (h) = {с (h) - С ( : )] j.t ( Zo ( : )) + С ( ~ ) j.t ( Zo ( : ) ) + 

+С( ~ )[j.t(Zo(h»- j.t(Zo( ~ ))] • 

Тогда для У 1 (h) после тождественных преобраЗ0ваний получим 

(5.3) YI(h)=-{[С(h)-С( ~ )][ J.t(zo(~ ))-J.t(zo(: ))] + 

+[C(h)-C(: )][J.t(zo(h»-J.t(zo( ~ ))]}. 

И3 (5.3) следует, что если zo(h) ограничена на [О, (0) и матрица А 
устойчива, то УI (h--+ oo ) --+0, . поскольку С (h--+ oo ) --+-А -1. Таким обраЗ0М, 

4Рункция zl(h)=zo(h)+Yl(h) обладает асимптотическим свойством zo(h). 
О Ц е н к а пр.а в о й г р а н и Ц ы . с п е к т р а. Формулы (5.2), (5.3) 

дают хорошие результаты при условии лh~1, поэтому необходим конт­

роль за его выполнением. При вычислении Ф (h), h=2тho , в наличии име­

ется набор матриц ехр (Ahk ), hk =2"ho, и, следоватеJIЬЩ), значения следа 
n 

при всех k~m; используя последние, можно весьма точно оценивать пра­

вую границу спектра матрицы exp(Ah). Однако для практических целей 
при решении дифференциальных уравнений «средней» размерности не 

более 50 удовлетворительна оценка, основанная на ИСПОЛЬЗ0вании трех­
члена четвертого порядка р (Х) =xl,-2x2+x, который достаточно мал при 
ХЕ [О, 1] ~ 

(5.4) suplp(x)1 ~ 1/8. 
"Е[О,I] 

Обозначим 
n 

Xi=.exp (Лih), Mo=Trexp(Ah)= 1:xi, 

n n 

Mz=Trexp(4Ah)= .ЕХ/·, 
i=1 

n 

i=1 

Очевидно, что для любого Xk справедливо 

n 

p(xk)=Mz-W1+Мо -Е P(Xi), 
i""" 
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n 

р(х,,):;;; M2-2МI+Мо-iпf [Е P(Xi) ], inf Р (х) ~ 0.075. 
i..,,, 

Отсюда следует, что Р(ХшаХ):;;;М2-2МI+Мо+0.075(n-1), Хmах=еХР(Лmахh). 
Если 

(5.5) Мг2МI+Мо+0.075 (n-1) :;;;Р (ехр (1» ~40, 

то лmахh<1, так что (5.5) является практическим критерием для оценки 
Лmахh. Согласно (5.4), для устойчивой матрицыА имеем 

sup(M2-2МI+Мо ) ~0.125n, 

так что (5.5) выполняется при всех n<200, и, следовательно, (5.5:), не ог­
раничивает шага, если А устойчива. 

Полагая 

§ 6. Интегрирование системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений 

А'= Dj(x) I ' д.=.Dj(Х) I -А, 
Dx . х=хо Dx х=х" 

ер (z) =ep(zn) =j(xn+zn) -j(xn) -Azn, f.L(z) =д.z+ер(z) 

и используя формулы (5.1) для zo(h) и (5.2) для YI(h), получаем схему 
n~гo шага интегрирования с фиксированной матрицей A=Dj(xO)/Dx дла 
системы 

x=j(x), x(to)=xo, 

где хn=х (tn). 
в этой схеме шаг контролируется двумя критериями: , 
1) ограничением скорости сходимости итераций уравнения (5.1), T~ е'. 

условием М:;;;О.5 (этот критерий определяет интервал интегрирования h, 
на котором приемлемо начальное приближение Zo (h) ) ; 

2) относительной погрешностью K-IIYI (h) Il/jjxn +l -xoll<e. 
Условие 2) следит за локальной точностью интегрирования. В преде­

лах, определяемых критерием М, шаг выбирается в соответствии с крите­

рием К. Если же h по К оказывается больше, чем по М, ТО В точке ХI =хn+l 
про ИЗВОдится новая линеаризация и процесс повторяется. Такая органи­

зация алгоритма позволяет заметно сократить количество вычислений' 

матрицы С (h), с чем и связана его эффективность. 
На основе рассмотренного подхода разработан алгоритм и сuздапа экс-· 

периментальная программа интегрирования системы диффереiщиальных:. 

уравнений. Эксперименты по интегрированию конкретных систем пока­

зали, что заметный выигрыш в скорости счета (на 1-2 порядка) по срав-· 
нению с м.Л.Л. первого порядка (см. [3]) наблюдается для жестких систеlW 
с отчетливо выраженной локальной неустойчивостью [4], когда траекто­
рия решения проходит через область, где A=Dj(x)/D(x) имеет БОЛЬПIИе< 
ноложительные собственные значения. Разностные алгоритмы в этом слу­

чае могут давать качественно неверные решения, если задается недоста­

точно высокая локальная точность интегрирования. Испытания проводи­

лись на специально сконструированном примере ЛОЮШЬНО) неус.тойчивоm 

-, 
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16-мерной системы дифференциальных уравнений изотермической хими­

ческой кинетики, которая моделирует процесс взрывного типа с отчетливо 

выраженным индукционным пери<;>дом. Характерные графики решений 
для исходного и одного из промежуточных веществ указаны, соответствен­

но, на фиг. 1 и 2. 

х 

1 

10-2 ~----,. 

10-1+ 

10-0 

10-В 

- J.9У882·10З 3.99901·103 

Фиг. 1 

т 

х 

10-6 

10 -о 

10-10 

10- f2 

,о- 1Ц 

Фиг. 2 

Таким образом, можно констатировать, что рассмотренный метод ин­

тегрирования обыкновенных дифференциальных уравнений предпочти­

тельнее широко распространенных разностных методов. Основной 

интерес представляет полиномиальное приближение для С (s ), которое 
сохраняет асимптотические свойства этой функции при h-+-oo. При полу­
чении конкретных схем аналогичное приближение использовалось и для 
самого решения, однако в других случаях могут оказаться предпочтитель­

нее иные способы приближения решения z (s) . 
Авторы благодарят R. И. Бабенко и Р. П. Федоренко за обсуждение 

настоящей работы. 
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