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в данном примере необходимые элементы, полученные после решения 
программной задачи, имеют вид 

t l = 1.663202, t2 = 2.144356, tз = 7.946388, t4 = 8.427542, 

YI = 0.973096, У2 = 0.336556, ko = k2 = k~ = О, k l = kз = 1. 

Количество определяющих уравнений в примере постоянно равно б. 

Определяющие уравнения решались методом Ньютона с шаroм h = 0.02. При 
этом на каждом шаге требовалось не более двух итераций метода Ньютона. 

Начальный участок траектории системы, соответствующей управлению, 

построенному регулятором при отсутствии возмущений, изображен на фиг. 1. 
На фиг. 2, 3 представлены начальные участки траектории системы при действии 

и* (t), t 2: О, возмущений w* (t) = 0.5 si.n (0.5t) JИI w* (t) = 0.5 sin (4t). 
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАJJ[ЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

Рассматривается метод решения систем линейных обыкновенных дифференциальных 

уравнений (о.д.у.) с постоянными коэффициентами, основанный на вычислении мат­

ричной экспоненты и интеграла от нее с помощью рекуррентных соотношений. При водятся 

формулы для вычислени~ глобальной погрешности численного решения. 

Как известно, решение задачи Коши 

(1) х = Ах + Ь, х (to) = хо, х = (x1, ••• ,Хm), Ь = (bl , ••• , Ьm), 
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А = (A/k)' i, k = А, 2, ... , т, записывается в вщще 

(2) х ('t') = Н (t) хо + С (с) Ь, t = to + {. 

Здесь Н (t) - :матричная экспонента, УДОВJIетворя~щая матричному дифферен­
циальному уравнеЩlЮ Й Се) = A1l (t); Н (о) =В, Е - единичная матрица, 

, , 
. С (t) = f Н (t:"" s) ds = f Н (s) ds 

о о 

ec'JГib матрица, удометворяющая дифф~реициальному уравнению 

ё ('t') = Е + АС (t), С (О) ... о. Поскольку ё (t) = Н ('t'), то Н (t) = Е + АС (t); от­
сюда следует формула 

С (t) = А- 1 [Н (t) - Е], 

I 

которая не теряет смысла и для вырожденных маj-риц А. 

Для дискретныx значений t" = ~"_I + h", n = 1, Z, ... , получим 

(3) х" = Н (h,.) Х"_I + С (h,.) Ь, х" = х (t,.), n = 1,2, .... 

Если Н (h,,), С (h,,), а следовательно, и х" = х (t,,) вычисляются точно, то величина 
шага интегрирования h" ограничивается только тр~ванием хорошей (j,ппрокси­
мацИJИI ис~омоro решения х (t) внутри интервалов интегрирования t" < t < t,,+I. 

Предполаmя, что эта задача решается в процесс~ и~тегрирования, сосредоточимся 

здесь на одном методе вычисления матриц Н (h) и С (h). 

Из группового свойства матричной экспоненты следует, что для любых 
01' 02 справедливы соотношения Н (01 +02) = Н (0:1) Н (02)' С (01 + 02) = С (01) + 
+ С (OJ + С (01) АС (ez), на базе которых и строstтся рекуррентные алгоритмы 
вычисления Н (h) и С (h). 

§ д. Рекуррентные формулы 

Рассмотрим матричные уравнения 

0.0 . Н, = H}_IHk/ С, = С'_I + CI;} + C'_IACk/' 

]['Де Н}' С}' А - матрицы размера т * т, j= 1, 2, ... , k} - целое неотрицательное 
число. Если k} :$ j - 1, то соотношения (1.1) стано~ятся рекуррентными и позво-

ляют последовательно вычислять Н, и С} через заДанные матрицы НО и Со: 

(1.2) 

]['Де 1} вычисляется по рекуррентной формуле: 

1} = 1'-1 + 11;' j = 1, 2, ... , 10 = 1, 1,,:$ //-1. 
/ / 

Если положить НО = Е + АСо, то С, = А- 1 [Н} - Е], и в этом случае обе формулы 

(1.1) реализуют один и тот же процесс возведения в степень матрицы НО = Е + АСо, 
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а последователЬJlОСТЬ k; определяет скорость этого процесса. Самым быстрым, 
очеВИДJlО, буде.т тот, у которого kj = j - 1, так что 

0.3) l!1 = НJ-I = H1_,Hj_" С1 = 2Cj_, + Cj_,AC1_" 

11 = 2//_1 = 21-1, 10 = 1,2, ... , j = 1,2, .... 

ИмеJIJIО эти формулы используются при решении очень жестких сисТем о.д.у. 
[1 ]-[6]. 

§ 2. Вычисление Н (h) и С (h) 

Если Co=C(ho) и Ho=H(ho), то очевидно, что Н;=Н ад), Cj.=C ад> и, 
следовательно, погрешнОС1'И БН1 = Н (IД) - Н1 и БСj = С (lfto) - С} связаны толь-

ко спогрешностями БНо = Н (ho) - НО и БСО = С (ho) - Со. В качестве Со можно 

взять любую, в частности дробно-рац"оналЬНУЮ аппроксимацию С (ho) (см. [5], 
[7 ]). Однако самым общим. способом вычисления СО, при котором строго конт­
ролируется точность численного решения ХN независимо от характера спектра А, 
является вычисление частных сумм разложения Н (ho) и С (ho) в ряд Тейлора 

по степеням ho при 11A11 ho = в« 1. Положим 

т (Aho) • 
. Ho=L-k'-' 

С - А- ' (Н - Е) _ " ~ (Aho)'t-' 
О - О -"О kJ k' 

• =0 • k=1 • 

Тогда, путем очевидных преобра,зований можно получить 

(2.1) Н (IД) = (Е + Qт+I)lj Н} 

и С (IД) = С1 + А- ' [(Е + Qт+I)lj - Е] H j , 

. где Н;, С} вычисляются по формулам. 0.1) или 0.3), а 

., (Aho)· 
Rт+ 1 = L -k-'-' 

.=т+1 • 

так что Н (ho) = НО + Rт+ , • Поскольку IIA 11 ho= g « 1, то IlНo'll - 1 и 1 lQт+ 1 11 -
- gт+I/(m + 1)!, и тогда, если б = 1; IlQm+lll« 1, то с помощью (2.1) получим 

оценки 

IIН (IД) - H;II s 1,Ет+'/(m + 1)! IIН;II, 

IIC (IД) - Cjll'S lJт/(m + 1)!11Н/ 11. 

Матрицы Н} ,и Cj ' таким обе,азом, МОЖ2!О. считать «базовыми» операторами. 
Обозначив l} = L, h = Lho, Н; = Н (h), С} = С (h), перепишем (2.1) в более удобной 

форме: 

(2.2) Н (h) = (Е + Qm+I)L н (h), 

С (h) = С (h) + А- ' [(Е + Qт+I)L - Е] Н (h). 

С помощью (2.2)' можно получить формулы для уточнения базовых операторов 
н (h) и С (h). 
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Обозначим 

(Е + Qm+I)L = Е + М (L, т, р) + т (L, т, р), 

м (L, т, р) = Щт+1 + ... + L!/ [р! ~L - р)! ] Q:.+I' 

Для Т (L, т, р) справедлива оценка IIT (i, т, р) 11 :s; Ip (6), Ip (6) = ехр (6) -
- (1 + б + ... + 6р / р!). Для K1T (L, т, р) riолучим: 1IA-1T (L, т, р) 11 < IIA 11-1 х 
Х Ip (6) = h (и)-I Ip (б). При б« 1 имеем Ip (6) - t')P+I/(p + 1)! и для Н (h) и 
С (h) МО)ХНО написать уточняющие ФОРМУЛЫ 

(2.3а) Нр (h) = Н (h) [Е + М (L, т, р) ] 

(2.36) 

и 6Н = Н (h) - Нр (h) = Т (L, т, р) Н (h), 

IIБНII:s; [бр+ 1 / (р + 1)!] IIН (h) 11, 

Ср (h) = С (h) + А-'М (L, т, р) jj (h) 

JИI 6С = С (h) - Ср (h) - А-'Т (L, т, р) jj (h), 

116CII< h (и)-I БР+1/(р + 1)!. 

Для lВычисленJИISII погреmности Н (h) и С (h) в сумме Т (L, т, р) можно ограни-
читlbCЯ первым членом, тогда 

БН (L + 1 )! np+1 jj (h) 
- (р + l)!(L - Р - 1)! ~т+1 , 

ЯС (L + 1 )! А-'("}Р+' н- (h) 
u - (р + l)!(L _ р _ 1)! ~m+l' 

Для иллюстрации, положив р= 1, т=4, Е = 10-3, ()::;; 10-2, из условия 
uт+I/(m + 1)! < Н)-2 определим значения L, при которых применимы уточненные 
ФОРМУЛЫ (2.3а), (2.36): L < 1.2·10's. Таким образ'ОМ, поскольку h = Lho, с помощью 
формул (2.3а, б) осуществляется доСтаточно точное и хорошо контролируемое 
ВЫЧJИIсление Н (h) и С (h) на интервале h,Ha:: 15 порядков превыmающем ho, 
ЧТО, ПО-ВlИЩJИIмому, достаточно для многих практических задач. 

В том случае, когда требуется решать исходную систему О) на интервале 

заметно большем чем 10lS ho, нужно скорректировать Н (h) и С (h) по формулам 
более высокого порядка точности и использоваТЬ.полученные матрицы в качестве 
Но и СО 18 рекуррентных формулах 0.0, 0.3), что увеличит интервал интегри­
роваJНIИЯ еще на несколько порядков. 

3 а м е ч а н и я. 1. При операциях с формулами нужно иметь в виду коммутативность всех 

фигурирующих в них матриц. 

2. Вычисление Qm+1 = H;IRm+1 не представляет трудн~ей, поскольку Но - Е, а ряд 

быстро сходится при IIA Ilho = е« 1. 

3. Выбор т и е не является произвольным из-за огра~иченности разрядной сетки. Чтобы не 
ПРОИЗОlIlJJО неконтролируемой потери знаков, нужно CJiедить за выполнением неравенства 

~/m! > 10-' (г зависит от разрядной сетки конкретной ЭВМ). 
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§ 3. ВычислеlНlI1е решения 

В (3), подставляя Н (h,,) и С (h,,) вместо Н (h,,) и С (h,,) , получаем приБЛEIженное 
<базовое) решение 

(3.1) Х" = jj (h,,) Х"_I + ё (h,,) Ь, n = 1, 2, .... 

Очевидно, что оно может быть записано в виде 

" Х" = jj Се,,) ХО + с (t,,) Ь, 't" = L h4• 

*=1 

Уточненное решение ~ ПОЛУ'iаетсSll с помощью Нр (т,,) И ер ('с,,) (формулы 

(2.3а, б»: 

Нр ('t,,) = [Е + М (L", т, р) ] jj ('с,,), 

ер (tn) = [С (tn) + A-1M (L", т, р)] jj (t,,), L" = t,,/ho. 

Тогда из (2) следует, что х: = Нр (t,,) хо + ер (t,,) Ь. После очевидных преобразо­
ваний получим 

(3.2) ~ = х" + A-1M (L", т, р) [Ь + Ах,,]. 

Определив погреmНОСТIb численноro решения бх формулой: 

получим 

. (3.3) _ (L" + 1 )! -'1 р+1 _ 

бхn ~ (р + l)!(L" _ Р _ 1)! А Qт+1 (Ь + Ах,,). 

Совокупность формул 0.3), (3.1)-(3.3) представляют собой основу алгоритма 
решения поставленной задачи. Запишем его в компактном виде. 

Ш а г 1. Вычисление базовых операторов jj (h,,) и С (h,,): 

i = 1, 2, ... , in, 

h = lj"ho, H j" = Н (h,,), C1" = ё (h,,). 

Ша][' 2. ]Вычисление базового решения по формуле (3.1) ПРЕ! х (t,,) = Х", 
n= 1, 2, .... 
Ш а:г 3. Уточнение решения по формуле (3.2) при L" = "(,,/ ho, x~ = х,.. 
ш а:г 4. Вычисление глобальной ошибки по (3.3). 
Область устойчивости для приведенной схемы, очевидно, определяется нера­

венством 

т 

IHo (Мо) 1 = I ~ (Мo)*/k! I < 1, 

которое при 1 лl ho < е« 1 мо?<но заменить ·JНlерзвенством 

f! < -рет/(т + 1)!, 
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где J! = Re л, р = 11.1. Отсюда следует, что поскольку еm/(m + 1)! «1, схема 
является утоi!i:чивой практиче6~и во всей левой .iчасти спектральной плоскости 

л = 11 + ix независимо от величины шага интегрщроваl1ИЯ h". 
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ГИДРОДИНАМИЧЕСКОЕ СОJПРОТИВЛЩiИЕ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ 
РЕШЕТКИ 

Проведен расчет ГИДРОДИНloмического сопротивления пеРИОДИ!lеской структуры путем 

численного решения уравнений Навье - Стокса для '"язкой несжимаемой жидкости. 

Обнаружено, что сопротивление периодической решет,," уменьшается по сравнению с 

плоской пластинкой тех же размеров. При некоторых у~овиlIX снижение сопротивления 

может быть значительным (приблизительно в два раза). Результаты расчета применяются 

для· ООьяснения некоторых явлений, связанных с поле~ом птиц. 

Обычно полагают, что ДЛЯ снижения гидро- и аэродинамическоro сопротивлениsr 
обтекаемые поверхности должны быть гладкими. :.Однако в природе летающие и 
плавающие животные часто не имеют гладки.JC, обтекаемых поверхностей. В 
частности, перья птиц негладкие, а имеют периодическую структуру. Вопросами 

плавания животных, в частности дельфинов, зацимались мноше исследователи 

в нашей стране (см., например, [1 ]). Предполцгалось, что по телу дельфина 
идет бегущая волна, во впадинах которой образуется застойная зона, снижающая 
сопротивление движению. 

В настоящей работе сделана попытка промdдс;лировать обтекание опахала 
пера птицы в стационарном ламинарном потоке ~~зкой жидкости. В популярных 




