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МJEто,щМПКА УСlP'JEДНЕНМl5II ПIPИ ДИСКРJEТИЗАЦИИ КИНЕТИЧЕСКОГО 
мпнгrJEIГlP'о,щИФФЕJPЕIНlIЩIИIАЛЬJНIОГО УР АВНЕНИЯI 

описыветсяя методика дискретизации ИlIтегродифференциального уравнеНIIЯ кинетичес­

кого типа, в которой не требуется аппроксимации ядра уравнения, что позволяет существенно 

уменьшить размерность системы обыкновенных дифференциальных уравнений, приближаю­

щей исходное уравнение. Методика применена, для аналюа двух зада'l феноменологической 

теории неравновесных химических процессов. 

§ 11.. IКИIНIС'JГМ"IIССIКОС МIНI'JГсrродмффереНЦlИI2JllIbJIIОС ураВJIIсние 

Рассмотрим уравнение 

(1) 

где 

дп(х,t) ~ 
-'----'--"--= J [K(s,x)n(s,t)-K(x,s)n(x,t)]ds, п(х,О)=По(Х)' 

дt о 

(x,t) Е (О,оо)Х(О,оо), О:%; K(x,s)<oo, f K(x,s)ds=ш(х) < оо,ш(х»О. 
о 

Если функция K(s. х) такова, что кратный интеграл 

~ ~ 

f f K(s,x)y(s)dsdx 
о о 

существует и конечен для любой функции y(s) Е L, (О, 00), то соотношение 

00 

f2(x) = J [K(s,x)f, (s) - K(x,s)fJ (x)]ds 
о 

определяет действующий в L,(O,oo) линейный ограниченный оператор K:fi(x) ~ 

~ ь (х), fi, f2 Е L1 (О, 00), для которого справедлива оценка 

IIKIIL~L <2&=2sup vrai ш(х). 
I I XE(O.~) . 

В этих терминах (1) примет вид 

dnl dt = Кn, n(О) = по' '!о Е ~ (0,00). 

Решение этой задачи, как известно, существует, единственно и может быть записа­
но в виде n(t) = ex.p(Kt)no, где ехр(К!) (оператор, действующий из L,(O,oo) в ~(O,oo» 



144 Б.В. Павлов, о.щ. Родионова 

определяется сходящимся по норме операторов рядом 

exp(Kt) = Е + Kt + K 2t 2 /2+ .. . +K"'tnl / т !+ .... 

"Кинетическая" структура правой части (1.) определяет общие свойства решения. 
1. Н е о т р и Ц а т е л ь н о с т ь реш е,' н и я. Если по(х) ~ о, то n(x,t) ~ О при 

всех t> о. ' 
Справедливость этого утверждения следует из эквивалентного представления 

(1): ' 

(2) п(х,t+1)=е-W(Х)'п(х,f)+ 1 K(S,x{1 еW(Х)(~-')П(S,t+~)d~]dS. 

Итерационный процесс : 

ПН1 (х, t + 1) = е-Ы(Ф п(х, t) + 1 K(S; х {l еW(Х)(~-')Пk (s, t + ~)d~ ]dS, 

k = 0,1, ... , no(x,t+1) = e-W(x)'n(xjt), 

заведомо сходится при 1 Е [О, h], где 0<: h < 1/ {ь. Поскольку любая итерация 

nk(x,t+1) ~ о, если n(x,t)~ О, то и n(x,t+ 1)!~ О для всех 1 Е [0,/1]. Очевидно, что это 

же справедливО и для t1 = t.+ h: n(x,t + h + 1P~ О при 1 Е [О. h], поскольку п(х, t + h) ~ О. 

Отсюда по индукции следует неотрицательн()сть п(х, t) для всех (t, х) Е (0,00)2. 
" 2. Л и н е й н а я к о н с е р в а т и в н о '1' т ь. Для всех решений (1) справедливо 

N(t) = j n(x,t)dx = 7 п(х, O)dx = Nd' Vt> О. 
о о 

Интегрируя (1) по х, получаем 

dN(t) d = = [~ , ] = [= ] --=-J n(x,t)dx= J f K(s,x;)n(s,t)ds dx- f n(х) f K(s,x)ds Ш=О, 
dt dt о о о. о о 

I , 2 
поскольку K(s,x)n(s,t) суммируема в обш\.сти (x,s) Е (0,00) и, согласно теореме 

Фубини, повторные интегралы существую;~ и равны друг другу. Отсюда следует 
N(t) = N(O) = No. ' 

3. У с т ой ч и в о с т ь. Из (2) следует, что 

'п(х, t + 1)1"":: е -ы(х)( ,) Ill(X,t)I+j K(~; х )[] eЫ(X)('-~)1 n(s,t + ~)ld~]dS 
о ; о 

и 

Jln(x,t)1 =f " 
д ,,:; [K(s, х)' n(s, t)l- К(х, SI)I n(x,t)1 ]ds. 

t о ' 

Интегрируя последнее соотношение по х, получаем 

dlln(x,t)1I = 
-~~,,:; О, IIn(x,t)lI= f In(x,t),ldx. 

~ о' 

Отсюда следует, что Re А(К)":; о. 
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§ 2. ФИЗlИL1IJIескзя модель 

Численное решение О} предполагает его конечномерную аппроксимацию, КО1юрая 

потребует определенных ограничений на свойства решения nСХ, t) и функщию K(x,s) .. 

Основания для таких ограничений можно получить,. связав уравнение (1) с какой-тО' 
(абстрактной) физической моделью. В качестве такой модели будем рассматриватв 

не который «квазихимический» прощесс превращения вещества Л(х} со свойством х и 

концентрацией n(х) при отсутствии явлений переноса. Этому процессу сопоставляется 

такая кинетическая €XeMa: 

а) Л(х} ~ rl(s), K(x,s)'n(x} - скорость исчезновения n(х); 

б) PI(S) ~ ii(x); K«s,x)n(s.) - скорость образования Л(х}. 
Скорости "элементарных" 'процессов а) и б) записываются в Еиде Wx s = K(x,s)n(x) . ~ 

и W,.,x = K(s, x)n(s). Суммирование этих скоростей и дает (1'). 

Не изменяя физического содержани'я модели, можно ограничиться рассмотрением 

таких К(х, s), для которых вся область (X,S}E (0;00)2 может быть разделена на 
конечное число областей, в каждой из которых К(х, s) непрерывна. Если при этом 

непрерывны функции 

со 

110'(Х) = nСх,.О}, со(х) и J K(s,x}y(s)d's, Y(S)E C[O,oo)nL[(O,oo), 
о 

то и решение n(х, В} будет непрерывным. Далее,. рассматриваЯl процедуру дискрети" 

зации, будем считать эти условия выполненными. 

§ 3 .. Ди.СКjpе'ПIIЗШЩIПJI! Уjp311шеlIlIlllЯi (1) 

Главной проблемой при аплроксимацнц (1) Яlвляется сохранение егО' основных 

свойств: консервативности и положительности решения. 

Конечномерным аналогом (1) является система обыкновенных дифференциальных 
уравнений {о.д.у.} специальной структуры,. которую будем называть кинетической: 

(3\ dni(t) [. ... , 
) gi --= L [WkiIlk (t)- W;kni(t»),. 

dt k=O 

где gi > О, Wki ~ О, i = 0,1, ... , L, fF; (О) = n?, или в векторном виде: 

dn/d:b=Kn, n(О}=nО , n(t)=eKrnO, 

где 

Легко проверить, что (3) сохраняет основные свойства (1): 

1) неотрицательность решения: ni(t) ~ О', если ni(O} = п? ~ О; 
2) линейная консервативность: 

L L 

N(t)= L giПi(t}= L gin? = No; 
;=0 ;=0' 

L 
3) устойчивость.: IlnU)II:%:lJnoll, где Ilnll= L gi1nil. 

;=0 

БЖВМиМФ.N>i 11 
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Понятно, что (3) является уравнением 'материального баланса для некоторого 
процесса с кинетической схемой 

ni ~ nk' ni W;k / gi - скорость исче~новения ni , 

nk ~ ni , llk Wki / gi - скорость обр~зования' ni · 

Таким образом, структуры и свойства (1)1: и (3) совершенно одинаковы, поэтому 
l' потребуем, чтобы в результате дискретизации (1) получал ось (3). Процедура 

. I 
дискретизации (1) осуществляется в неСКОЛЬ1}О этапов. 

3 т а п 1. Ограничение области инmеzрцроваНilЯ в (1). 

Бесконечный предел интегрирования 'в (1) заменяется достаточно большой 
величиной xL, конкретное значение которрй определяется характером решаемой 
задачи. Такая замена не приведет к существ'енной ошибке в п(х, (), если п(х, [) - О при 

, I 

Х > XL' Ограничение области осуществляется заменой ядра уравнения К(х, s) на 
1, 

усеченную форму K(x,s) == K(x,s), если т6чка (х, s) находится внутри квадрата 

x,s Е (O,xLJ, и K(x,s) == О, если (х, s) лежит B~e этого квадрата. Пространства L] (0,00) 

и L1(G),G:x,s Е (0,00), заменяются на L](O,XL~ и L] (GL), GL:x,s Е (O,xL)' 
3 т а п 2. Аппроксимация функций. . 

Аппроксимацию функций у(х) Е L1 (О, Х [) будем проводить путем кусочно-поли­

номиальной интерполяции на системе узлов {Xi}' Формулу лагранжева сплайна удобно 

записать в виде 

L 

у(х,х,) = L Yi'l'i(X)' 
i=O 

где Yi = Y(Xi)' 'l'i(Xi) функции, определяеМрlе при конструировании сплайн-интер­

поляции. Для нас важны следующие сво!иства 'l'Jx): 'l'i(Xi)=l, 'l'i(xk)=O при 
k =F i, 'If i (Х) == О вне области d;, где d; Е (О, Х L ):!определяется конкретной конструкцией 

сплаЙна. 

Используя y(X'Xi) для приближенного вычисления интегралов, получаем 

ч ч L 
f y(x)dx'" f )'(x,xi)dx == L Yig;,g; = f '1'; (x)dx. 
О О ;=0' di 

ЕсJl'И g; > О, то формула 
\ 

ч L 

f y(x)dx'" L )';g; 
о ;=0 

является квадратурной и определяет правила!lприближенного интегрирования. 
Для функции двух переменных q(X,S)E!~I(GL) аналогичным образом получим 

сплайн-функцию двух переменных 

L L 

q(x,s,{xi })= L 1 q(Xi,Xk)'I'i(X)'I"k(S) 
i=O k=O ' 

и для двойного интеграла получим квадратур~ую формулу 
L L 

f f q(s,x)dsdx == 1 1 q(X;,xk)gigk' 
GL ;=0 k=O ' 

3'1' а п 3. Аппроксимация кинетического оператора. 
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Про е к Ц и о н н ы й м е т о д. Для функций, фигурирующих в (1), формулы 
аппроксимации имеют вид 

L 
n(x,t) - n(x,t) = I п; (t)'V; (х), n;(t) = n(x;,t), 

;=0 

L L 
K(s, x)n(s, () - К(х, s)n(x, t) "" I I [K(Xk' Х; )п, (t)-

;=0 k~O . 

Заменяя в (1) функции их приближениями, получаем уравнение 

L dn(t) L L 
I 'V;(X)-' -= I 'V;(x) I [K(Xk,x;)nk(t)-К(х;,хk)n;(t)]gk' 
;=0 dt ;=0 k=O 

которое можно рассматривать как проекцию (1) на конечномерныйкомпакт, образу­
емый множеством сплаЙн-функциЙ. Уравне;ние, очевидно, выполняется при любых х, 

если nj(t) удовлетворяет уравнению (3), в котором 

Wkj = K(Xk,x;)gjgk' 

Это соотношение и устанавливает связь между ядром K(s, х) и матрицей Wk;. 

Ограничение области И,нтегрирования (0,00) ~ (О, х L) обоснованно для всех (> О, 

если (1) имеет устойчивое решение <р(х): 

n(x,t) ~ <р(х) при t ~ 00, f n(x,t)dx = No, п(х,О) ~ О при х ~ 00, 
О 

f <p(x)dx = No, <р(х) ~ О при х ~ 00. 
О 

в ином случае такая аппроксимация носит,локальный по t характер: t Е (О, Т), Т < 00, 

но решение может быть продолжено для (> Т увеличением xl,. Такая ситуация 

возникает, например, для треугольного ядра К(х, s) == О при s < х, когда решение (1) 

имеет характер расплывающейся бегущей волны. 

Структура сплайна должна обеспечить не просто хорошую аппроксимацию 
n(x,t) - ii(x,t), но и строгую ее неотрицательность: ,i(x,t) ~ О. Однако из n;(t) ~ О, что 

обеспечивается системой (3), еще не следует неотрtIцательность 
L 

/i(x,t) = I ,,;(t)'V;(x) 
;=0 

при промежуточных значениях Х; < х < Х;+'\, где i = О, 1, ... , L -1. Легко показать, что 

положительность лагранжевой сплайн-интерполяции 
L 

y(x,xJ=I у(х,)'V;(х)приу(х;),>О 
;=0 

гарантируется только в. двух очевидных случаях: либо если у(х) определяется .как 

постоянная функция .У(х) = УСХ;) при х Е (Х;, Х;+\], либо при линейной интерполяции, 
которая и используется в дальнейшем: 

б* 
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Распределение узл'Ов {Х;} определяется аппроксимацией функций n(x,.t) 

и{К(s,х}п(s.,.t) - К(х, s)n(x,t)}. Для «сосредоточенных» ядер, которые существенно 'От­
личаются от нуля лишь во6ласти I s - x'1.;( 6, интеРiвалы (Х; - Xi-]) должны ;быть 

меньше А, иначе ,все Wki = gi8kK(Xk'Xi )К"'; ОJ<ажутся близкими к нулю иаППРОI<:СИМИ­

.рующаясистема (з) потеряет всякуюсвяз,,* сс исходным уравнением :(1). в '«ПЛОХИХ» 
случаях, когда.А очень мала (<<узкие ядра» )'fИСЛО узлов м'Ожетоказаться существенно 

больше, чем нужно для приближения реше~ия n(х., [), :а это приведет к неоправданно 

большой размерности системы (З). такимl'образом, аппроксимация ядра .является 
причиной неэффективности рассмотренной методики «прямого» ироеци:рования. 

Проблема «УЗКИХ ядер» оказываеl'сясложнее, чем мож,ет показаться на первый 

взгляд, поскольку дискретизация должнаобеспечиТl, 'Кинетиче,скую структуру 

аппроксимирующей системы О.д.у. Так, очевидный способ дискретизации, который не 

требует аппроксимации ядра, но обеспеЧИБ~ет положителъность решения, сводится к 

подстановке в (1) вместо функции n(x,':t) ее аппроксимации и треб'Ованию равенства 

нулю невязки (1) Б узлах сетки (метод коллокации): 
·L 

n(x,t) = I nj(t)'Vi(x), 
i='O 

Но этот метод приводит к системе О.д.у., не обладающей .линеЙноЙ консерватив­

ностью: 

апи) L 
g'i-"-=I. [Рk;Пk(t)-RikJl;(t)], rAeg;=J 'Vi{x)c[x, 

dt К=О ,1 , 

~K =gi f K(s,XJ'Vk{S)ds, Rik =g; J K(Xi,S)'Vk(S}ds, 
~ ~ 

,L 

1 == L'I' k(S), 
к=О 

По.скольку масгрицы Р = {Р;кl и R = '(R"I;i,.k =O,I, .... ,L, не 'совпадают, линейная 
консервативность системы может быть лишвслучайным фактом. 

Причина неудачи заключается в том, Ч'l'одискретизация ядра K(s, Х) производится 
неодиваково по переменным х и s: переменн.яхфиксируется (х = х;), а по переменной 
s производится уср.еднение,с весовой функци:ей 'V*{S). Далее рассмасгривается методи­

ка, которая основана на уореднении ядра по :обеим переменным и 'Обеспечивает ки­

нетическую ,структуруаипроксимирующей ~истемы О.ду. при любом распределеFfИИ 
узлов. 

§ 4. Ме1Годика усреднения 

Идея этой месгодики заключается в том, что вместо ура.внения (1) дискретизируется 
в каком-то смысле эквивалеFlтноеему уравнение, как это сделано в 11].: 

(4) ,д = . = {= } , - J x(x)n(x,t)dx = J %(х) J [K(s,x)n(s,t)- K(x,s)n(x,t)]dsd.x, 
at о О О 

тде Х(Х)- произвольная функция такая, что обеспечивается существование и,нтег­

ралов. 

Про е к Ц и ()) н н а я ме Т'О Д И ка. Заменяя в (4) функции ИХ приближениями 
L L 

n(x,t) -ii(x,.t) =Е ni(t)'Vi(x), %(1) - L. X('Vi{x), 
,;=0 i=O 

file:///s-xKA
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L 
x(x)n(x,t) - I X/l j(t)\jfj(X)' xj=x(xi ), 

j=O 

XL L 
5 K(x,s)ds:= I J К(Х'S)Ч'k.(s)ds, 
О k=O Jk ' 

получаем праекцию (4) на канечi-юмерный компакт: 
dLL L 
- 1 x;n;(t)gi = IX j 1 [Wkjnk(t)-Пi{t)'W;k], 
dt ;=0 j=O k=O 

где 

gi = f 1jfi(x)dx"~i = J !w;(x)K(S,X)'Vk(S)dsdx. 

Приравнивая нулю в последнем уравнении коэффициенты при произвольных X j , 

получаем систему 

df1 i (t) L . 
(5) gi--== I [Wki f1k(t)-"'ikni(t)]; 

dt k=O 

в которай элементы Wki представляют сабой значения К(х, s), усредненные по области 

х Е {di }, S Е {clk } с весавой функцией Yik(x,S) == 'V,(x)'Vk(s), 

Если элемент лагранжевой сплайн-фунkции строится более <[.ем на двух узлах, то 
весовая функция Xik(x,s) = \j!г(Х)\Jf k (s) принимает .отрицательные значения вопреде­

ленных частях облас:ги х Е {di }, S Е {dk }, а это снимает гарантии неотрицательности 

интеграла 

Wki = J J Yik(x,s)K(s,x)dsdx. 
dj dk 

Па этой причине выбар лакального приближения п(х. t) ограничивается двумя 

простейшими формулами: 
а) ступенчата е приближение 

{ 
1, Xi :;;::: Х:;;::: Xi+:\' 

\jf i(X) == ; 
О, X<Xi'X>Xi+1 

б) кусочно-линейное приближение n(x,t). 
Тогда 'Vi(X) >'0, Хн <.х <:: xi+l' В этих случаях .\jf(X);>- О,а следоватеЛЬНО'Wki ;>- О. 

Таким .образом, -система (5) стан.овится «кинетической) независимо .от распределения 
узлав {Xi}' что обеспечивает полажительнасть решения и линейную КОRсервативн,асть 

аппроксимирующеЙ'системы О.Д.у. 

а бо б Щ е н и е м е т о Д и к и у с р е Д н е н и я .о п ер а т ара. Пусть .опе­
ратор К задан интегральным саотношением 

ч 

Кп(х) == у(х) == J [K(s, x)n(s) -K{x,s)n(x)]ds, 
О 

)'(Х),I1(Х) Е C[O,xL]n L1(0,xL}. 

Усреднение с произв.ольноЙ весовой функцией х(х) дает 

Хе х[ {Ч } J х(х)у(х)ах == J X(ix) f [K(s,x)n(s)- K(x,s)n(x)]ds ш~ 
О О О 
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L L \ 
полагая Х(Х) = L \jfj(x)x,j, х,; = x,(Xj), \jfj(x) '-- элемент сплайн-функции, L \jfj(X) == 1, 

j=O 
j=O 

получаем. 

L 

(6) gjYj = L f f [K(S,X)I1(S)-К(х,S)~l(Х)]\jfj(Х)\jfk(S)dsdx, 
k=O dj dk 

где 

gj = f \jfj(x)dx'Yj = g;1 f \jfj(x)y(x)dx. 
~ ~ 

Если в областях d j , dk вариации функций У(Х"), I1(S) и I1(Х) малы, то, полагая в (6), что 
Yj""Y(Xj)=Yj, I1(S)"" I1(Xk ) =nk, n(x)""n(xj)=nj , полуilаем формулу, соответствую­
щую проекционному методу: 

L 

gj)'j = I [Wkjnk - И'fkПj], Wki = f f K(s,X)\jfj(X)\jfk(S)dsdx. 
,=О </; {'. 

Условие малости вариаций функций на отрезке локального приближения 
характерно для методики усреднения, и оно.задает параметры сетки (Xj}. При этом 

формулу (6) можно конструктивно использовать для контроля за точностью, а также 
для уточнения формул проекционной методики (см. § 5). При малых из~енениях I1(S) 
на dk можно положить . 

L 

n(s)= L \jfk(s)nk' п, =n(xk)' 
,=О 

Тогда из определяющего оператор соотношения следует 
L 

У(Х,)= L Lk(X j )llk -&(Хj)II,, 
,=О 

где 

х[ 

Lk(x)= f K(S,X)\jfk(S)ds, &(Х)= J K(x,s)ds. 
~ о 

с другой стороны, 

L L 
- -1 ~ 111 -1 ~ W 
У; = gj L. YYkjllk - gj L. jk' 

,=О ,=О 

Но 

L 

Wkj = f \jfj(x)Lk(x)dx, L W;k = f \j{j(x)&(x)dx, 
dj k=O dj 

и если 

</; 

то У; "" Yj· Таким образом, малость вариации n(Х) , Lk(x) и &(х) на d j является 
достаточным условием, при котором (5) можно рассматривать как аппроксимацию (1). 
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§ 5. Сложная молекула в газовом термостате 

Рассмотрим задачу (1) с ядром специального типа K(x,s) = H(x,s)f(s), где 

H(s,x)=H(x,s), O~H(x,s)<oo, (X,S)E(0,00)2, O<f(S)EC[O,oo)n~(O,oo). Кроме 
того, положим, что 

х / ~ 

f K(x,s)ds, f K(x,s)ds 
о х 

положительны для всех х > О. Делая замену переменныхn(х,t) = j(x)p(x,t), получаем 

(7) 
ap(x,t) ~ . 

ЛХ) д = f G(x,s)[p(s,t)-p(x,t)]ds, 
t о 

где С(х, s) = G(s, х) = f(x)H(x,s)f(s). Нетрудно показать, что 

d= 
- f f(x)P2(x,t)dx==-f f G(x,s)[p(s,t)-p(x,t)]2dsdx, D:X,SE(O,oo). 
dt о D' 

Заметим, что из уравнения dg(t) / dt == -,b(t), где g(t) > О, b(t)- непрерывная поло­

жительная функция с ограниченной производной, вытекает следующее: 
. ]) g(t) ~ const при t ~ 00, 

2) b(t) ~ О при t ~ 00. 

Это доказывается таким образом. Для любой последовательности 
tk : tk+, - tk ~ h > О имеем ограниченную, монотонную и, таким образом, сходящуюся 
последовательность g(tk): 

/Н! 

g(tk+,)- g(tk ) == - f b(t)dt, 
/k 

откуда и имеем 

= f b(t)clt ~ О при t ~ 00, b(t) ~O при t ~ 00. 

/, 
Это значит, что 

f f G(x,s)[p(s,t)-р(х,t)Рdsdх~О при (~oo. 
D . 

Отсюда следует, что p(x,t) == const является устойчивой стационарной точкой (7). 
00 00 

Поскольку J f(x)p(x,t)dx == No, то, полагая J f(x)dx == 1, получаем p(x,t) ~ No == 
о о 

== Р(Х)СТ' Il(x,t) ~ f(x)No == n(Х)СТ при t ~ 00. Уравнение (7) можно записать в виде 

др / at == Кр, р(О) == Ро, где К- оператор кинетического типа: 

00 

Кр == f K(x,s)[p(s)-p(x)]ds. 
о 

Если определить скалярное произведение функций у,(Х), У2(Х) формулой 
~ 

(У"У2)= J ЛХ)У, (x)Y2(x)dx, 
о 
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то в.ведением нормы lil: yl.12 = (у,у) онределяется пространство Lf(o,oc) функций, 
квадратичн~} Иlнтеrрируемых на (0,00) с Bec<j>Mj(x). В этом пространстве К является 

самосопряженным оператором, у КОТОРОТ6 точки спектра действительны и непо­

ложительны: 1 ~ О, поскольку (у, Ку) ~ О. 
Если Лх) - распределение Максвелла т" Больцмаиа (М.Б.),. то уравнение (7) 

моделирует процесс установления равновеснфго распределения по значениям внутрен­
ней энерrnи х сложных молекул, помещенньФ{ в газ:овый термостат. 

З· а м< е ч. а н и е. дЛЯ многоатомной молекулы в· r:аз:овой фазе распределение М.Б. имеет вид 

где пх}- фазовый объем изолированной молекулы с энерпtей х. Приближенно Г(х}= (1 + а)Р, где 

а> 0', p~ r - параметры, определяемые конкретным. вЙдом гамильтониана молекулы. 

Основой модели является, кинетическая схема 

n(х)+ й -t n(s)+ Й, 

n(s}+ м -tn(x)+ М, 

ще n(х) и й - символы сложной молеКУЛ!!,I с внутренней энергией х и молекулы 
газ~овой среды, а п{х) и М - соответствующ~е концентрации. Предполагается, что 

f п(х)'ш = N<.gM, и по этой причине в схему н'е включены нелинейные процессы 
о 

n(X)-Нl(S)-t n(Xr)+n(sl)' 

Предполагается также, что в термостате установилось равновесное распределение по 

скоростям частиц и однородное распредел~ние концентраций п(х) и М по прост-

ранству. Тоща скорость Wx.s элементаРНОГQ нроцесса n(х}+ м -t n(s) + м в СООТ­
вететвии с теорией столкновений можно запи~ать в виде 

Wx,s(n(x}, М)= w(x,s)Mn(x,t), 

уде v средняя скорость теплового О'F!;iосительного движения частиц n(х) 

и Й, o:(x,s} - дифференциальное сечеlфе неупругого столкновения. Тогда 

K(x,s)=UМo:(x,s) и ro{х).= J K(x,s)ds =йМa(~), где cr(x) - полное сечение неупругого 
о ' 

СТ0лкновения. 

Запишем а,(х, s) в виде Q'(x,s) = h(X,si~f(s), h~x,s) = h(s,x). Очевидно, что 
Н(х, s) =iiМh(x, s} Тогда в стационарном состЬянии реализуется динамическое равно­
весие Wx, .• (n(x)CT' М)= W"x(n(s)cт, М), поскольkу j"(x)h(x,.s)f(s) '" f(s)h{s,x)f(x}. 

Будем аппроксимировать уравнение (7), имея в ,виду, что p(x,t) -t const при 

t -t 00 и, следовательно, является более просrой, Т.е. дегче аппроксимируемой, чем 
п(х, [}, функцией, по крайней мере при БОЛЬ!jf1ИХ t. Приближая р(х, () сплайн-функ-

цией 

t 
p(x,t)= L Pi(t}\jf;(X), 

;·=0· 

file:///-lyll2
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для n(х: () получаем 

L 
n(x,t) - ii(x,t) = L f(x)Pi(t)\jf;(x)'. 

i=O 

Тогда 

L , 

N = j n(x,t)dx - L giPi(t), где gi = j f(X)\jfi(x)dx. 
О i=O d; 

Проведя дискретизацию (7) проекционным методом усреднения, получим 

(8) 
dPi L , L 

gi dt = k~O Wki[Pk(t)- Pi(t)] = k~O BikPk' 

W;k = Wki = f f \jfi(X)G(x,S)\jfk(S)dsdx~ О. 
d; dk 

Вследствие симметричности Wki = W ik справедливо следующее соотношение: 

d L 2 L L 2 
- L giPi (t) = - L L Wki[Pk(t)~Pi(t)] . 
dt i=O i=O k=O 

(9) 

Из (8) и (9) имеем следующее: 
a)Pi(t)~O, tЕ(О,оо),еСЛИРi(О)~О; 

L L = 
б) L giPi(t) = LgiPi(O) = No, No '" No = j f(x)p(x,O)dx; 

i=O i=O О 

ч 

j .f.(x)dx'" 1; 
О 
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г) собственные значения матрицы (Bik/g;) действительны, так как она симметри­

зуется диагональным преобразованием подобия. 

М о д е л ь «с И Л Ь н ы х с т о л к н о в е н и й». В качестве иллю.страции приме­

нения метода усреднения рассмотрим так называемую модель сильных столкновений, 

в которой полагается K(x,s) = wf(s), где w == const > О. Эта модель, вообще говоря, не 

имеет сколько-нибудь серьезной физичесК'ой основы, но позволяет получить анали­

тическое решение уравнения (7) и поэтому .часто применяется в приложениях: 

(10) --,др-,-( X-'-'....;..t) = W 7 f(s )[p(s, t) - р( х, t) ]ds = wN - тр( xJ), 
at Q 

где 

= 
N = j f(s)p(s,t)ds = J f(s)p(s,O)ds = NQ • 

О О 

Решением этого уравнения, очевидно, ЯВЛЯеТСЯ функция 

(11) p(x,t) = exp(-wt)р(х,О)+ No[l-exp(-cot)], n(x,t) = f(x)p(x,t). 

в рассматриваемом примере структура р.ешения (11) такова, что аппроксимация 
р(х, t) не ухудшается с ростом (. Поэтому, задавая начальное распределение р(х, О) 
в виде кусочно-линейной функции из L кусков 

L 
р(х,О)= L P;(0)\jfi(X), р(х,О) = О при х> xL' 

i=O 
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и применяяметодику усреднения, получаем систему О.Д.у. с размерностыо L + 1, 
решение которой, как можно ожидать, будет весьма близким к точному при любом 

заданном L ~ 1. Проведя процедуру усреднеЬия, получим 
dPi(t) L о . 

gi-d-=соI gigk[Pk(t)-Рi(t)],1 Pi(O)=Pi,/=O,I, ... ,L, 
t k~O 

(12) 

L О L 
р(х,О) = I Р; (O)\jI;(x), p(x,t) = L Pi(t)\jIi(X), 

i~O i~O 

gi = f j(x)\jI;(x)dx, 
L Ч 

I gi = f j(x)dx=l1 ",1. 
d; i~O О 

Поскольку 

L L = 
I gkPk(t)= I gkp2=f j(x)p(x,O)dx=No, 
k~O k~O О 

решение (12) имеет вид 

(13а) Pi (t) = ехр( -l1 СОt)Рi (О) + лrо [1- ехр{ -l1cot)]11-1 , 

(13б) р(х, t) = ехр( -l1<Оt)Р(х, О) + Лiо [1 - ехр( -l1<Ot)]l1- l , n{х, t) = лх )р(х, t). 

Так kakj(xL)-О,j(х>хL)<j(хL ) прихL :ы1 11"'1, топриближенноерешениеn(х,t) 
уравнения (13) мало отличается от точноr;о n(х. () для (11) при любом L ~ 1. Если, 
например, р(х, О) задано в виде линейной' функции р(х, О) = ах + Ь, то размерность 
приближающей системы О.Д.у. будет равна fBYM. Заметим, что «прямая» дискретиза­
ция (10) потребовала бы аппроксимации функции j(s)p(s,t), в которой присутствует 
множитель exp(-s). Из-за этого при кусd~IНо-линейной аппроксимации j(s)p(s,t) 

необходимо, чтобы Xi +1 - Xi < 1. При xL = 50, например, это требование привело бы к 
, 

системе О.Д.у. размерностью не менее 50. . 
Таким образом, достижением в метqде усреднения является возможность 

понижения размерности приближающей сиqтемы О.д.у. при переходе от n(х, () к более 
простой функции р(х, (), при этом эффект М0жет быть весьма значительным. 
М од е л ь «с Л а бы х с т о л к н о в е н и й». Более реалистической является 

модель, в которой ядро сосредоточено в КQнечной 6~ласти диаметром L-..: K(x,s) - О, 

если Is - xl> д. Величина д может быть o'reHb малой, например, для столкновения 

простой и сложной частиц в условиях теплового равновесия Д~l. Вычисление 

коэффициентов W ki в этом случае треБУI~Т определенных уточнений, поскольку 
iI 

проекционная методика не дает нужного рез,ультата. 

Для оператора, определенного соотношением 

(14) j(x)z(x)=f G(x,s)[p(s)-p(x)]ds,' z(x),p(X)EC[O,oo), 
о 

имеет место эквивалентная форма 

(15) 
d = d (~) . 

j(x)z(x) = - J iI(х,~)-Р-d~, е:сли р(х) Е С1 (0, (0), 
dx О d~ 

ftp://ftP.W=
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где H(x,~) = H(~,x) определена следующим образом: 

1 (I G(!,s)ds Jd1 при ~::;;; х, 

l [I G(1,s)ds Jd! при ~> х. 

ЕслиК(х,s)=Опри Ix-sl>~, то и H(x,~Y=o при Ix-~I>~ и при ~~1. 
Для трижды дифференцируемых по ~ функций p(~, t) справедливо следую­

щее: 

~ I H(x,~) d~~~) d~ z ~ D(x) d~x) + Р(х) d~~X), 
где (при х > ~) 

D(x)= 7 iI(х,~)d~-(})(х)f(х)~2, 
О 

Р(х) = j H(x,~)(~ - x)d~ _ ~4(})(x) df(X). 
О dx 

Отсюда следует, что 

f(x)Z(x)z ~D(x) dP. 
dx dx 

Полагая 

( ) _ др(х,t) 
z х - дt ' 

получаем уравнение в частных производных 

ЛХ) др(х,t) = ~D(i) др(х,t), 
дt дх дх 

которое при ~~ 1 (слабые столкнове,ния) моделирует процесс установления 
равновесного распределения как диффузию изображающей точки в энергетическом 

пространстве сложной молекулы (уравнение Фоккера - Планка), если др(х, t) / дх = О 

прих=ОиD(х)др(х,t)/дх~О при x~oo. 

Полагая 

L 
p(x,t) = L '1' k (X)Pk (t) 

k=O 

И применяя проекционную методику усреднения с весовой функцией 
L 

х(х) = L Xi'l'i(X), 
;=0 

получаем систему О.Д.у., приближающую. уравнение (7) при ~~1: 

dp(t) /, 
g;-d'-= I Vki(Pk -Pi)' 

t k=O 
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где Vki = о: при fk - it~ 2" 

, r Xf' D(x)dx "" 1 2 Ху; (.о(х)!(х)Д?dх, \/i,-~,i = ( ',)2 () х 
(x;,-хi_I' Xi-\,Х;""'Хi'-1 хн 

1 Xi+l 1 Х;+\ 

"i+l,i = 2 J О(х)ш "" , 2 J OJ(х)лх)ь.2ш. 
(Xi+1 - Х;). Х; (Xi+'1 - Xi) Х; 

Полученный результат резко отличается фт того, что дает ПР'оекционный метод, 

согласно которому 

W;.-l,i =} 1 \j!;(X)'Jfi_I(S)G(s,x)dsd.x "" 

Сравнение показывает, что 

Vi-l,i - д2W;,_~,i~W;'-I,i' V;+I,i - д2lti+l,i~ W;+I,i' 

Аналогичный результат можно получить путем усреднения (15). Положив 
L 

p(~}= L Pk'lfk(~) 
k=O, 

для весовой функции 

L 

Х.(Х) = L X;'Jfi(x), 
;=0' 

получим 

L 

Об) g;z; = L Vki(Pk - Pi)' 
k=O, 

где' 

V;,=-J J нех )::)d'Jfi(X)d\jlk(~)~d):: ~ V,k/'=O. 
k/, ' ':> 'ш d):: ,'':>' ~ 

d; dk ':> " k=O 

Подставляя значения d'Jfi(X) / dx и d'Jf k (~) / d~; получаем 
I1 

ще 

Xk Х; " 

Jti = ~k = (Xk - ХН }-I (Х; - Xi_1 )-1 Q~;, Qki =: f f Н(х, ~)dxd~. 

Нетрудно проверить" что для Ik - iI~ 2 

Vk; = Щi = j f Щs,Х)\jI;(Х}'Jfk(s)ds&.х, 
d;, dk 

. При этом Vi-I,i И Vf+I,i для достаточно малых д, L1~1 ~X; - X;_I' имеют правильную 

асимпто1'ИКУ V I'''''Р ),_L12 V I,,,,,Р"I,-д2. Однако V· 1 · V+ 1,' при , [,- ,,1 [- .1' , [.+ ,1 Е-' ,1' [.- ,1-' r ,1· 

~ > Х; - X i_ 1 > 1 становятся отрицательными и;(l6). теряет требуемую «кинетическую» 

структуру. 
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о б Щ и й с л у чай. Из: сказанного следует,. что ироекционная методика усредне­

ния, обеспечивая КИliе,Тическую форму аппр,оксимации, неприменима при А -7 О, В то 

же время усреднение «диффузионной» формы (J 5), обеспечивая правильную 
асимптотику при А -7 0., не сохраняет кинетическую структуру аппроксимации при 
Х; - Xi_1 > А. ДЛЯ того чтобы получить <~равномерную»· кинетическую аппроксимацию 
(14), применим уже рассмотренный в § 3 прием. Усреднение (14) дает форму, анало­
гичную (6): 

где 

L 

g/'i = I Mki , 
k=O 

gi = f j(Х)Ч'i(х)dх, Zi = gi' f Л'Х)Ч'i(Х)Z(Х)dx, 
dk "k 

M ki = J J G(s, X)[p(S)-Р(Х)]\jfi CX}\jfk (s}dsdx. 
dj dk 

Такая запись позволяет, используя «[грубое» локальное. приближение для 

p(s), р(х), добиться КИliетической формЫI аппроксимации (14) независимо от вели-

чиныА. 

При вычислении M ki , Ik-il~2, положим p(s)-Р(Х)""Рk-Рj' Тогда для 

Ik-il~2 

(17) Mki = Wkl:(Pk -Pi}' Wki = f f G(S'Х)Ч'i(Х)Ч'k(s)dsdх, 
dj dk 

что совпадает с формулами проекционной методики. 

Если Х; - ХН < А, то приближение p(s) - Р(Х) "" Pk - Р; можно считать удовлетво­

рительным при условии малости вариации р(х) на d j , dk. 
Если А < Х; -Xi_ l , то аппроксимация p(s)- Р(Х) "" Pk - Р; существенно ухудшается, 

но это не имеет зна чения, так как тогда М ki - О для 1 k - iI ~ 3, а М kiдля [k - il = 2 имеет 
правильный порядок по А .. 

Эти рассуждения неприменимы для Mi-I.,i' Mi+l,i, поскольку область интегри­

рования для них включает в себя квадраты х, s Е [X i_ l , x i ], х, s Е [X i , Xi+I ], В которых 

p(s) - р(х) заведомо меняет знак и для правильного вычисления Mi-I,i' Mi+1,i 

требуется более аккуратное приближениер(s) - р(х}. 

В области s Е di- I , Х Е di положим 

(18) 

j ... Pi-l(Хi- Х)+. P.i(X-Хi-l>, 
Х· -Х· 1 

р(х)=: 1 1-

i 

: Pi' 

{ 

..• Р'н(Х; -S)+Рi(S - X i - t ), 

P(s)=: Xi-Xi-\ 

. рн, 

в области s Е di+l' Х Е di положим 

Х Е [Xj' Xi+1 ], 



158 Б.В. Павлов. О.Е. Родионова 

{ Р'+l (XI+I - Х) + Рнl (Х - Х'), 
Х l-X 

Р(Х) = 1+' 

Р" 
(18') 

p(s) = Xi+] - Х; jPi(Xi+l -S)+Рi+I(S-Хi ), 

Pi+l' 

При этом поспрежнему предполагается малость изменения р(х) на d,. Используя эти 

формулы, получаем Mi-I,i = W;-I,i(Рi-l -Pi)' Mi+I,i = W;+I,i(Pi+l -Pi)' где W;-I,i >0 И 

W;+l,i > О - суммы интегралов по соответствующим областям аппроксимации 

p(s), р(х). При малых d, d~1 < Х; - X i- 1' получим 

- Х; Х; (х - s) 1 
W;-I,i"" J J G(s,x) \j!i(X)\j!i_l(s)dsdx+O(d)"" 

Х;_I ХН Х; - X i _ 1 

Х; Х; (Х _ s) 2 _ 2 Х; 2 
"" f f G(s,x) 2dsdx-(xi-Xi_l) f w(x).f(x)ddx. 

xi-1 xi-l (Х! - Xi_l) .\i-I 

Аналогично, 

Эти результаты согласуются с теми, что дает"диффузионная модель слабых столкно­

вений. 

Итак, решением ноставленной задачи о конечномерной аппроксимации уравнения 

(7) является кинетическая система 

dPi _ L 
(19) gi-d - L Wki[Pk(t)-Рi(t)], 

t k~() 

где Wki = Wki для Ik - il::з 2 определяется по формуле (17), а W;-I,i и W;+I.i на базе 

формул (18), (18)'. 
Заметим, что построение системы (19) проводил ось в предположении малости 

изменения Р(Х) на d i ; это предположение 'и является условием апнроксимации 

исходного уравнения (7) кинетической системdй (19). 

§ 6. Неравновесная теория монрмолеlКУЛЯРНЫХ реакций 

Теория строится на основе кинетической CXGMbI 

n(х) --7 n(s), K(x,s)n(x) - переход из Х в s, 
n.(s) --7 n(х), K(s, x)n(s) - переход из s в х, 

n(х) --7 распад k(x - х()n(х). 

В этой схеме добавлен процесс спонтанного превращения сложной молекулы с 

энергией Х > Х(), константа скорости которого k(x - хо) определяется статистической 
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теорией мономолекулярных реакций (см. [2, с. 99-124]) k(x-ха)=О при х < хо, 

k(x- ха) = а(х - ха)!', х;3 хо, где а > О, Р > О - константы теории,хо~ 1. 

Уравнение, описывающее этот процесс, имеет вид 

an(x,t) ~ ---'---'- = f [K(s, х )n(s, t) - К(х, s)n(x,t)]ds - k(x - хо )n(х, t). 
at о -

После замены n(x,t) == j(x)p(x,t) получим 

(20) 
ap(x,t) = . 

ЛХ) д = f G(x,s)[p(s,t)-p(x,t)]ds- j(x)k(x-xo)p(x,t), 
t О 

где G(x,s) == G(s,x) = j(x)K(x,s) = j(s)К(s,Х). 
Результаты теории мало изменятся, если положить k(x - ха) постоянной при 

достаточно больших х: 

при а(х - ха)!' < Сro, 

при а(х - Ха)";3 Сro, I~C < 00. 

При этом (20) становится уравнением с ограниченным самосопряженным оператором 

К, действующим в Ц (0,00): 

= 
Кр(х) == f K(x,s)[p(s) - p(x)]ds..,-k(x- Ха)Р(Х). 

о 

Поскольку из (20) следует, что 

d(P(~,P(t» =-7 7 G(x,s)[p(s,t)-p(x,t)]2 dsdx-
t а а 

~ 

-2f j(X)k(X-Ха)р2(х,t)dx<0,; 
а 

то точки спектра л.(К) действительны и отрицательны. 

Задачей теории является вычисление величины «мономолекулярной константы 
скорости» k: 

k=k(t,m)==jN-1 dNj==N-1j k(x-xa)n(x,t)dx, N(t)= j n(x,t)dx, 
dt хо а 

М - концентрация инертного газа в термостате. 

При tlл.II~1 имеем k(t,M) ",,1л.а(М)I, где Ла(М) и ЛJ(М) - максимальное и 

следующее за ним собственное значени~ кинетического оператора К. График k(t, М) 
от t позволяет определить величину ло и оценить ЛJ. 

Дискретизация (20) методом усреднения дает 

dp L-=--
gi -d I == I Wki[Pk (t) - Pi(t)] - biPi(t), 

t k=O 

где 

d; 

а и-fk' Wki И gi определены в § 5. 
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Приближенное значение для мономолекулярной константы скорости определяется 
формулой 

k = k(t,M) =[.± biPi(t)][.± giPi(t)]-1 
1=0 1=0 

п .о Д б о Р с е т к и. Определение ;""o(M~ является основной целью теории. При 

l;""ltJ~ I имеем n(x,t) "" exp(;""ot)uo(x), где U.b(x)~ собственная функция, соответст­
вующая ;""0' Поэтому при аппроксимации (20) достаточно, чтобы система уз­
лов обеспечивала хорошее приближенJj;е ио(х). ПредставиМ: ио(х,) в виде 

ио(х) = j(x)po(x), тогда задача выбора сетI4'и сведется к аппроксимации ро(х). Для 
Ро(Х) можно получить приближенноеанаЛИ1lическое выражение и использовать его 

кщ< для выбора «хорошей» сетки {x;J, так и для характеристики точности численного 
решения. Поскольку ро(х) является MOHOТOHJO убывающей функцией, 'то при хорошо 
подобранном распределении узлов варцация р(х) на интервале локального 

приближения составляет lop(x)I-'гIР~ах(Х)'" Это можно считать приемлемым при 
L> 1'0 по крайней мере для участков «сущесfвенных» значений р(х), если в качестве 

I . 
таковых принять р(х) > г Ртах (х). Нами бь~ли проведены численные расчеты для 
модели, описанной в· [3], с числом узлов L =, 12. Система линейных О,Д.у. решалась 
методом, изложенным в [4]. Полученные результаты, а именно p(X,t) и k(M, (), 

оказались более предпочтительными, несмотря на то, что в [3] использовалась очень 
I 

подробная сетка •. содержащая 20'0 узлов. Это,: fIO-ВИДИМОМУ, связано с неконсерватив-
ностью примененной в '[3] вычислительной схемы дискретизации иитегродифф.ерен­
циального уравнения. 

ЗаlКJJlюч.еjНIие 

Задача дискретизации кинетического инт~гродифференциальног.о уравнения не 

является тривиальной. Необходимость аппро~симации ядра в традиционной методике 
дискретизации приводит к большим система~ О.Д.у., решение которых .само по себе 
представляет непростую задэ:чу. В этом отrошении рассмотренный здесь метод 

усреднения, несмотря на ограничения, связа~ные с требова"ием п.оложительности 

решения, имеет несом"енные достоинства, п~скольку он не требует аппроксимации 
ядра. Это свойство позволяет существенно понrз~ь размерность дискретизированной . 
системы .о.Д.у., используя асимптотические счоиства решения исходного уравнения. 

В связи с этим авторы полагают, что примфнение предлагаемой методики имеет 
хорошие перспективы при теоретическом иссiедовании поведен;и:я сложных химико­
физических объектов, моделирование KOТOPbI'!i при неравновееных условиях в настоя-

!l 
щее время удается осуществить лишь при силы;~о упрощающих предположениях. 

М [i u б 
етод применим к широкому классу эвоrлюционных уравнении, 'Но I'fаи' олее 

фф l· u 

э ективным, ПО нашему мнению, он окаЗЬ~lвается при конечномернои аппрокси-

мации уравне"ий ~инетического типа. Подоб~ым образом можно дискретизировать 
как нелинейные кинетические интеГРОДИффер~нциальные уравнения, так и уравнения 
в частных производыых диффузиоыноготипа: 

dn(x,t) = ~D(x) dn(x,t). 
д! дх ·дх 

Б последнем слу'чае усреднение будет особеННО:~IOлезно, если .~оэффициент циффузии 
О{х) является быстро меняющейся пространст~пной функцией.. 
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